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Abschnitt 1. 


Totale und mittlere Krümmung. Satz von Bonnet über 
Parallelflächen. 


Das Produkt und die Summe der beiden Hauptkrümmungen einer Fläche . und a werden 
1 v2 
bezüglich als totale und als mittlere Krümmung bezeichnet. Also 
k. 1 1» 
H — _.._ Sue 


0 05" 01 09 
Berücsichtigt man, daß Bir nosropibe ng nae 0ı und 0, der quadratischen Gleiche: 
dv. a a a a od - 2) tg =o 
genügen, so erhält man: 
ae a ER 2m 2 00 so 
eQu nt eg. f. 


Zu jeder gegebenen Fläche lassen sich also die Größen K und H finden, umgekehrt dienen aber auch 
die beiden letzten Gleichungen zur Bestimmung der Flächen, deren Totalkrümmnng oder deren mittlere 
Krümmung in jedem Punkte bekannt ist. Dem besonderen Werte H = o entsprechen bekanntlich 
Minimalflächen, während Flächen, die in allen Punkten die Totalkrümmung o besitzen, auf die Ebene 
abwickelbar sind. Auch für den Fall, daß K nicht verschwindet, wohl aber konstant ist, gelten noch 


allgemeine Sätze. Die durch die Gleihung K —= dargestellten Flächen, also die Flächen kon- 


1 
TR 
stanter positiver Totalkrümmung, sind auf die Kugel vom Radius R folglih auch auf einander ab- 
wickelbar. Ferner ist mit der Bestimmung dieser Flächen auch diejenige der Flächen konstanter 
mittlerer Krümmung verbunden. Der Satz, der die Indentität der beiden Aufgaben erkennen läßt, 
ist von Bonnet aufgestellt. Er lautet: 

1 

R: parallel und von 
ihr um R entfernt sind, haben.die konstante mittlere Krümmung H = + R' Umgekehrt gibt es 


Die beiden Flächen, die einer Fläche mit der Totalkrümmung K= + 


zu jeder Fläche konstanter mittlerer Krümmung eine Parallelfläche konstanter positiver Totalkrümmung. 

Bezeichnen wir nämlich die Hauptkrümmungsradien einer Fläche S mit 0, und 0, sowie die- 
jenigen einer zweiten Fläche 2, die im Abstande R dazu parallel ist, mit rı und r,, so erhält man 
nach bekannten Sätzen der Flächentheorie: 


TBB 0, NEE RIB- 0; 
) (9% £.R) = 9:0. Oder, da 0,0, = R? ist, so 
ER #R= KR. 
tra $ Ritt rn)’ 0. 
1 1 1 
rı = 1%) + R 


* Biandhi: Differentialgeometrie (deutsch von Lukat). 2. Aufl. pag. 104. 
Oft wird auch >H als mittlere Krümmung bezeichnet. 
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Die Flähe 2 erhält also konstante mittlere Krümmung, und zwar wird diese positiv oder negativ, 
je nachdem R im Sinne oder im entgegengesetzten Sinne der Normalen auf diesen abgetragen wird. 
Dieser Zusammenhang der Flähen S und % tritt noch deutlicher hervor, wenn wir sie auf die Krüm- 
mungslinien beziehen. Dann hängt die Bestimmung der beiden Flächengattungen nur von einer 
Differentialgleichung ab 


0°% 0°% 
2 a FRE —+ sinh% . cosh% — 
vr 2 | B 
jeder Lösung % dieser Gleichung entsprechen zwei verschiedene Flächen S und S mit der Total- 


krümmung K= —+ 23 Ihre Linienelemente Os und. ds, bezogen auf die Krümmungslinien uı und Us, 
sind gegeben durch: 
0s? = R? (sinh?% . duı? + cosh’& . dus?) für S, 
ds? —= R? (cosh?% . dur? 4- sinh’®% . dus?) für S. 
Die Krümmungsradien durch: 
01 = Rcoth%, 05 —= Rtoh® für S, 


0, = Rtgh$, 0; = Rcoth$ für S. 
Ebenso gehören zu jeder Lösung % Dieser Gleihung zwei Paare von Flächen konstanter mittlerer 


1 
Krümmung H = + R Das Linienelement der Flächen nimmt die Form an: 


ös2ıBe a (du + 2u3). 

Die Hauptkrümmungsradien des ersten Paares haben die Werte: 
+ +® 

Re a her 
sinhd®’ coshd% - ’ 
während sich für das zweite Paar r; und r, mit einander vertauschen. Es orönen sich also die Flächen 
konstanter positiver Totalkrümmung zu Flächenpaaren S und S an, die man als konjugiert bezeichnen 
kann. Wir haben somit für die Verbiegungsflächen der Kugel eine Transformation, welche die Hazzi- 
dakissche Transformation genannt wird. Die Eigenschaften derselben und ihre Beziehungen zu den 
Flächen konstanter mittlerer Krümmung werden in einem besonderen Kapitel erörtert werden. 


Yı e == 


Abschnitt II. 


Ableitung der Rotations- und SdirähuBänflädten konstanter 
positiver Totalkrümmung sowie derjenigen mit konstanter 
mittlerer Krümmung aus der Differentialgleihung 


09°% 0% 
Rn en ; + sinh® . cosh® = o. 


Da sich die Differentialgleichung m 3% I re sinh® . cosh% —= o nur unter beschränken- 


den Voraussetzungen integrieren läßt, nehffien wir Zunsdst an, daß % nur von der einen Veränder- 
2 


lich bhängt. Al ® = f(u) D ee. 
ichen abhängt. so ® = f(u). Dann wir al ae 0% 
v°% \ 
=; + sinhd . cosh% — 
ou 


* Biandi, pag. 488 und pag. 490. 


SODERER Inu _mısp Ddenin®pis dp 
Setzt man du.ier p, so Ar 9 ferner da non: au 37 P>g 
Folglich pdp + sinh® . cosh% . d% = 
2 Be 
5 = — | sinh® .. cosh® . d + c, pi — | sinh28 . 9% — c. 
cosh2d .h29 
| pi. = — ae Pte SR, 
Beschränken wir uns Pi auf das — Zeichen, so erhalten wir: 
Maoah2d, = 1 2, 
Be — er: _ 1. — > 
nr Ve - k 2 sinh‘V, 
o% 
u YN?® — sinh?® 
- Wir führen nun elliptische Funktionen ein und setzen: sinh® — N. cnr. Daraus folgt: 
| YN® — sinh?® = N.snz, 
cosh® = 1 4 N? — Nösnt = (1 + NY . dn’, wor = Pe 
cosh% . 0% = — N. snt . dm dr. 
pn N.snr.? d- 
im 
Ei dTH 5 


Schließlih du, — 7 ner 7 YI+N.w 


Wir können also sinh% und coshd und somit zur die Fundamentalgrößen durch den Parameter u; 
ausdrücken. 


e= R?, sinh?®® = R?. N? .anıyor=uo, Vgl =nRcosh$ = R? (1 = NV dn% 
v1+ Nr Onr | N ent 
Er R } ’ 945% 50 
N ent Rirons + N? dnT 


Um die entsprechenden Werte für die konjugierte Fläche abzuleiten, haben wir nur e mit g und 0ı 
mit 05 zu vertauschen. Die Fundamentalgrößen zweiter Ordnung sind gegeben durch: 


=: = RNIT IND) ene)odm, y=o, 
23 


v” — er — — RNVYI-+ N?.cnt. dm.  Alsod— v” 


1 
Bezeichnen wir die Fundamentalgrößen der beiden Flächenpaare konstanter mittlerer Krümmung 
mit E, F, G, D, D’, D”, so erhalten wir für das erste Paar folgende Werte: 


Berger EM _IRXcoshe + ih RKVI F NE. One EN. cm)® 
F=o 
frac Re +» a R(cosh® + sinh$) 1 R(Yı # N?.dnr EN. cm) 
; sinhb sinhd N. cn 
rare Re a9 uE R(cosh® + sinhd) BRCYT + Ni di Ncnr) 
r  cosh® Fr coshb ri vi L.N?_. dn 
während sich für das zweite Paar r, und r, mit einander vertauschen. 
D= — nn = TRY + N2.dnt.(Y + N’dine EN. cm) 
D = 0). 
D = — “ —= — RN. cm (Yı + N?dnr + Nen)). 
1 


Auh D und D” vertauschen sich für das zweite Paar. 
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Wir wollen nun die Aufgabe verallgemeinern und eine Lösung ®% unserer Differentialgleichung 


suchen, welche eine lineare Funktion m a - und‘ uz ist... Also & = flau, + bw + cd). 
u = „0% 28, Ar „0° le 
Setzt man au, +bw + c = s so dur er due? b ya Folglich 


32% 
(a? b er + sinh® . cosh® — 
Durch eine der vorigen ähnliche Methode a sich die Lösung: 


ie; “ | o% 
Et sinh’©& 
Va=; a° 2a? — b9) <ü Ve a? —+ b? 
——— — = ir = . Setzt man auch hier wieder sinh® = N. cnT, 
Va? + b? JYN? — sinh’& 
1 Ki N’: 
so wird = = e= Yı + N, ——— ,Ww+ c|. 
a’ 3 R- 5 + b? ern ; 
Ohne der Allgemeinheit zu schaden, kann man c —=o akt auch kann man einführen: 
= — == = SING, One e_ ==, C080. 
Ya? + b? Ya? + b? 


Also 7 = VY1 + N’, . sino,+ us coso). 
Vergleiht man damit die erste Lösung = Y1 + N?.u,, in der nur die eine Veränderliche auftritt, 
so überzeugt man sich leicht, daß auch das letzte Resultat unmittelbar aus dieser ersten Lösung ab- 
geleitet werden kann, wenn man »u,« durch »u;.sins — Uy.coso« ersetzt. Ist also % = dÄu;) eine 
Lösung der Differentialgleihung, so genügt ihr auh die Funktion © = du, . sins -H Us . Ccoso). 
Dieses letzte Resultat entspricht der Bonnet-Lieschen Transformation. Auf die Bedeutung derselben 
werden wir noch bei einer anderen Gelegenheit zurückkommen. 


In derselben Weise folgen auch die Fundamentalgrößen der Flähen © = dluı.sino — Us.Cosc) 
aus denjenigen der Flähen & = Üfu,), indem wir überall an Stelle von »u« »u,.sino + U».Coso« 
einführen. Diese Fundamentalgrößen besitzen bemerkenswerte Eigenschaften. Zunächst fällt auf, daß 
die Fundamentalgrößen E und G der Flächen konstanter mittlerer Krümmung einander gleich sind. 
Also sind ihre Krümmungslinien isometrische Linien, ein Satz, der bekanntlich für alle Flächen kon- 
stanten mittlerer Krümmung gilt. Zweitens haben wir zu beachten, daß sämtliche Fundamentalgrößen 
nur von der einen Veränderlihen abhängen, wenn & Funktion von u; allein ist. In diesem Falle 
lassen die erste und die zweite Grundform die stetige Transformation in sich zu: 

Us>=.Up, u) = lerne 
*Die Flächen erlauben also eine stetige Bewegung in sich, sie sind folglich Schraubenfläcen, zu denen 
auch als Spezialfall die Rotationsflächen gehören. Offenbar entsprechen den Werten un —= c Schrauben- 
linien, während die Gleichungen usa —= c die Achsenscnitte darstellen. Die Parameterkurven uı und. us 
sind aber orthogonal, wie aus der Gleichung f —= o hervorgeht. Folglih schneiden die Schrauben- 
linien un = c die Achsenshnitte ug = c senkredt, die stetige Bewegung besteht allein in einer 
Drehung der Flächen um eine feste Achse; es können also diese nur Rotationsflächen sein. 

Wird nun zweitens ©. eine lineare Kombination der Veränderlichen, so gilt dasselbe auch 
für die Fundamentalgrößen. Man kann aber auch in diesem Falle durch Einführung neuer Variabelen 
erreichen, daß die Fundamentalgrößen nur von einer Veränderlichen abhängen. Allerdings werden die 
neuen Parameterkurven nicht mehr senkrecht auf einander stehen, so daß in diesem Falle nur 
Schraubenflächen möglih sind. Die durch die Gleihung % = du) bestimmten Flächen sind also 
Rotationsflächen, der Lösung 0 — du: ..sins — Us . cosc) entsprechen dagegen Schraubenfläcen. 

Um aus den Fundamentalgrößen die endlichen Gleichungen der Flächen abzuleiten, haben wir 
nur das System partieller Differentialgleichungen zu integrieren, welchen die Kosinus der drei Richtungen 
des Haupttrieders genügen. 


* Biandhi, pag 201. 


d IYE IX, OYE 
J u \G Us VE ‚u, YG dus D 
0 0 OX, 1) 
es a TG „\ on 
Up vE duı OU, YE 9uı YG 
Ve 
| Auı Eee 
Oi D' 
a a 


Sind X,, Xo, As; Yı, Yo, Ya; Zi, Zu, Zy drei Lösungssysteme und stellen diese die Koeffizienten einer 
orthogonalen Substitution dar, so lauten die Gleichungen der Fläche: 


x = IK: X,duı + Vox2u. | y- IK: Yıduı + VG Ya2u; |, 


= | VEZdu; + az. | 


Wir wollen diese Methode anwenden, um die Rotationsflächen konstanter mittlerer Krümmung 
abzuleiten. Führt man an Stelle von u; und u» die Veränderlihen 7 und v ein durch die Gleichungen 


u >= u ———, u = 1 so sind die Fundamentalgrößen dieser Flähen gegeben durch: 
v1 Ei N’ N 
a7 u u R?’ / Rein! _\2 
E= 1 = ll EN? F- Ndön + Nad); F=o 6= ll +- N?dnr & Nene)‘ 
De yes — = ; dns(V1 + N? + N’dnt # Nend), D = 0.D = -- Send + N?dnt # Nen?). 
Setzt man diese Werte in die partiellen Differentialgleichungen ein, so erhält man: 
OXı OR 774 OR; ' 
| dr = ch OnTX;, I —=r0, = = % dnrkı 
0 R OX, DR 
u = + snXı, Nr = + smXı — eniX,, N = + conX.. 
dy dy du 
Drei Systeme von partikulären Integralen lassen sich leicht finden, nämlich: 
Xı = = sne.. cosv, y=-Tsm. sm, Zz, = Em, 
X = — sin, Y,= + cos, 2 =o, 
X = +4 on cos, \y zes, 27, sn. 
Da ferner X? + X? + X? = 1, X % + YıYa + Zu = 0, u. s. w. so dürfen wir ansetzen: 
x = een ZU EN + N’dnt + + Ncns) (FT snr cosv) dr 


. [Br + N?dnt # N. car) (— sinv) dv. 
. 3 B Ru, 
Die Integration gibt: x = us 1 + N?dnt + Nen) coso. 


Ebenso y = 0 + N?dn- + Nenr) . sinv, 
Pan ag 
z (Yı -- N? + N’dnm + + Ncns) „ent. dr. 
Sir N + N Fi 


Durch die Substitution: NOTHN N’ don + N. cn) =r gehen die Gleichungen schließlich über 


—. 


n: 


= r cos, 
y=r. sin, 


D) 
5 E = R or | 
s fi In + RUE _ 2]. [r- (R- END 
In ähnliher Weise könnte man auch n konjugierte Fläche ableiten, doch wollen wir die Rechnung 
nicht noch einmal wiederholen und an dieser Stelle nur ihre Gleichungen angeben: 


x —='r cosDd, 
vy=-r. sin, 
2 R? 
fe [: al | 
N 2 N 5 
RR | - Ba Ban 
U + a) "| Ä | | 


Zur Bestimmung der Schraubenflächen kann diese Methode ebenfalls dienen. Das ‚eine 
Lösungssystem der partiellen Differentialgleichungen läßt sich auch in diesem Falle unmittelbar erkennen. 
Um aber die beiden anderen zu finden, müßte man die partiellen Differentialgleichungen zurückführen 
auf eine totale Differentialgleihung. Doch würde die Zurückführung auf eine solche Gleichung und 
besonders die Auflösung derselben mit so erheblichen Rechnungen verbunden sein, daß sich dieser 
Weg nicht empfiehlt. Wir wählen darum noch eine andere Methode, die im wesentlichen in einer 
Transformation der Fundamentalgrößen besteht. Als vorbereitendes Beispiel mag zuerst die Ableitung 
der Rotationsflächen konstanter positiver Totalkrümmung folgen. 


Die simultanen Gleichungen der Rotationsflächen lauten: 
x = 0:C08%, v.=.0.$sinv, z = ol). 
Also müssen sich die Fundamentalgrößen sämtlicher Rotationsflächen auf die Form bringen lassen: 


4 =1- u), h=o, Er | 
4 = ln du = o, u = ER, 
Y1 + 2°’) v1 + 9%e 


Sind wir nun imstande, die Fundamentalgrößen e, f, g, d, d, d° der gesuchten Flächen, von denen 
wir schon wissen, Oaß sie Rotationsflächen sind, so zu transformieren, daß sie ebenso wie e,, fı, 91, 
d,, d1, di nur von der einen Veränderlihen 0 und dem ersten und zweiten Differentialquotienten 
einer Funktion o(g) abhängen, so stellt die Gleihung z = g(g) die Meridiankurve der Rotationsfläce 
odar. Das Linienelement besitzt nun in unserem Falle den Wert: 


ds? = RN? canon. rd N)) u 7 dUg), wo 7 = ei BE N’u;. 


Setzt man noh Nu — v, so ds —uR: | a Trma KL oe wi: RO EL DUR 


A 


His BR EN 
Schließlich substituieren wir R—— — N . Onr = 0 und erhalten 


Ös— er H eo? 3? —= (1 + go) de? 4 0?dv? 


RE — RU + 0° 
wenn (0) = 7 IFN = NB 3 gesetzt wird. 
p 


Asset retro g- og, ebenso wrnrd- oo 


Folglich die Gleichungen der gesuchten Rotationsfläche 


x=0.cos, 
vy>=0.sim, 
File 1 N = 
>. / R? R 0° 
z=7+ IFN . 00. 
Rate 
Durch eine ähnliche Rechnung erhält man die Gleichungen der konjugierten Fläche 
x=0 cos, 
y=o sin, 
/ 2 
/p2 2 2 
Er RınsuR 1+N ar Q 
Ze. Se / N? s 00 
RU m 0 


Wir kommen nnn zu unserer wichtigsten Aufgabe, zur Ableitung der Schraubenflächen. Für 
sämtlihe Schraubenflächen gelten die simultanen Gleichungen 
x=0cso, y=osmw, z=m.»v- ol), wo z = o(p) 
die Gleichung des Achsenschnittes und m den Parameter der Schraubung darstellen. Für m = o gehen 
die Schraubenflächen in die Rotationsflähen über. Wir bilden: 


0 0 J 
= = (cosV, % == Sind, 7 = 0(), 
0x dy 02 
er N ng com, eh, 
0? 0°? 0? j\ 
ne =» 35 IF 0, 38 To Q (0), 
a ey sinv RR cosU en 
dody dodu a Oodu : 
Ve ki Uy _ 7 En 
on 0 cosy, 2: o sinv, se \g 
Ix\” Ox 0X dx. |” ' 
— VI — —— ’2 — —— ——! $ —— Ex — Be 2 2 
e »(%*) I @ ol a A mo), Q & 0° + m”. 
5 a 2% 02 Ox RN 
1 1 ok do 1 do 00. 
oo —— m , e vV= —— | 0 Zz = —— Q 
€ Veg— #? eh Yeg — ? 92 %) Veg 12 | dx oy 
du du | | du du |Odv | 
ea it = (0% 17:09 x + PO), mp) = + mE. 
) EEE - |m sinv — 0 cosv © 
Vo: Fr = + 0°%°°(0) ; Mi; 
= ; . B o sinv 0(0) — mess 
Yo? + m? + 0°”) 
1 \ 0 
Zz = 0 cos’v 4 E sinv | = —— —— 
Ye? + m? + 0°9%0) Yo® + m? + 029%) 
u DE ee En Im 
2 7% = Vo2 + m?-+ 0? 0)’ I, dodu Br. yEI 2 0 X ) 
Q 0.9 °@ Hari 0° + m? h.g°7 le 
X ge Pe 


du? a: + m? + 0’ Ko) 
Auf diese Form müssen also die Fundamentalgrößen der gesuchten Schraubenflächen zurückgeführt 
werden. Wir beginnen mit den Flächen konstanter positiver Totalkrümmung. Ihr Linienelement ist 


gegeben durch: ds? = R? (N’cnrdu? +- (1 + N?) du?rdus?d), wo r = V1 + N’wsins + us Coso). 
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Um eine möglichst übersichtlihe Rechnung zu erreichen, ist es nötig, statt der Konstanten N und o 
drei neue Größen A, B und C einzuführen, von der Beschaffenheit, 


daB N = a und sino = ye<+3 wird. 
Zwischen den drei Konstanten A, B und C können wir also noch eine willkürlihe Beziehung auf- 
stellen, wir werden im Laufe der Rechnung in passender Weise darüber verfügen.‘ Aus den beiden 
angeführten Gleichungen folgt ferner: 


Iwan Belt IN" ee u CE 
AsaD IHN A-+c C(A+DB) 
Der Einfachheit halber haben wir vorausgesetzt, daß sin co und cos o positiv sind, auh N und 
Y1 + N? sollen positive Größen darstellen. Dann wird 
2 R? 
Os? = N: (CE = B) car dm H(A + O dur du‘ |. 


ak ee. Fan: | 
"TBB Loss Bee 
1 = | | 

u —- I(A-+C VB. ZONE RE A Owl, 

AtB. ve ) ug: Jt Inn ug 


“Wir wollen nunmehr die er un und U» durch zwei neue Veramperide _E und v ausdrücken: 


& aıa 
ar: le —ı,B) u — ee Q w Väc- IC 


0° 00 
V- + a) ( = — 09) 0 N fEa+ Ar 0. 


hm 


u, a 
Dann wird: ER 
Yec+s la: VIC—-BDA+O Br 
y24 Be A-B RER 
onrc h ®+A | 0 — B de 
(? — B) (C — 09) o AB (? + A) (C — 0) eo 
YA -+ C.o.do 
Also 7 == 


16.— 0) (5A). 23 
Durch Einführung elliptischer Funktionen folgt unmittelbar: 


\c—B. en = Mer IB, Ve un allen 6, YA Ccdonc-—Jhe ta 


2 R 
Für das Linienelement erhält man: ds? = a — B) du? + (eo? + A) duo|. Bezeichnen 


wir nun die neuen Fundamentalgrößen, in welchen die alten durch die Substitution übergehen, mit 
e1, fi, 9, d1, d1, dı , so finden wir durch elementare Rechnung: 


Re A.B | je ta» 
ac a Ü—DU FO eE u 
Nehmen wir scließlih an, daß (C — B) (A + ©) = CR? so wird 
A, ne ol, mE O>.BB 
4 SA der 2 2 ‘ 
0 (C — 09) 
Setzt man — ar Bu Su a ee (0), so erhält man: e = 1 + 2%), 


fı 


9 NR ©) 
Bl. ae 


Wenn man noc für die Größe m? einführt, so nimmt das Linienelement die Form an: 


ds? —= (1 + eo) de? +2 mo’(o) do du + (0° + m?) 2°, Ebenso sind die Fundamentalgrößen 
zweiter Ordnung gegeben durch: 


ey“(e) e 09 (0) ’ m 
dı Fa 3 > CWIEFERN/ dı a SE < 7 ’ 0) en 5,78 m? DIEDYI 
Yo? + m? + 07?(o) | Yo2, + m? +..0%9°) Vo? + m? + 09%) 
Vergleicht man jetzt eı, fi, 91, O4, 1, 2, mit den Fundamentalgrößen e, f, g, 2, Ex d®', die den 
Gleihungen x = 0 cosd, y = esin v, z = my + g(e) entsprechen, so überzeugt man sich leicht, daß 


diese sechs Paare mit einander übereinstimmen. Also e=e,f=f,g9>=g,d=2d, =,” =". 
Da, wie wir am AÄAnfange des zweiten Abschnittes gezeigt hatten, unsere Flächen nur Schrauben- 


flächen sein können, so ist die einzige Lösung: x = o cosu, y=osind, z= mu + ol), wo 
%” 1/e® +A le — B) 
ole) = ) 
0 Girzso” 
Streng genommen durften wir in der letzten Gleichung nur das — Zeichen setzen. Doch würden wir 


für o(e) auch den positiven Wert erhalten, wenn wir am Anfange dieser Rechnung andere Vorzeichen 
gewählt hätten. Um die Rechnung vollständig durchzuführen, müssen wir noh A, B und C durh N 
und o ausdrücken. Aus den Gleichungen: 


3 VEr- IB , Zu BD) | — R? 
N = BB rer: By (C 2 Fr 6 . € folgt 
R’ (1 + N? cos? R’ N? sin’ RI N? (1 -+,N) 
A 2 a 5 See ee ne Ze 
(N? —+ cos?o)? (N? + cos?o)? (N? — cos?o)? 
Es sind also A, B und C reelle, positive Größen, die Konstante C ist immer größer als B. Ebenfalls 
wire m = + c ® eine reelle Größe. Für die späteren Betrachtungen ist es ferner vorteilhaft, 


die vier Konstanten A, B, C und m auf zwei, zum Beispiel auf C und m zurückzuführen. Berück- 
sichtigt man die engen A-. Bi= m’CG IC .BIYUMATFIO.= R? .C, so findet man leicht: 


Peer pw Tan AR CH m), 


Remy Farce SR C+m) 


Es fehlen nun noch die konjugierten Flächen. Das Linienelement derselben besitzt den Wert: 
BR (N’cnt aus .-E le N?) du? du”), wo 7 gegeben ist durch die Gleichung: 


— V1 + N’ sins + Us coso). 


. . P Br B; p) Aı -- C P) Cı a) Bı 
Wir setzen in diesem Falle: N? = , also 1 N = ee a ferne 
ü ar A, + Bı al Aut. Bi’ At A! 
coss = ya: al mithin sins = y& Se 
C, (Aı 7 Bı ) Cı (Aı =; B,) 
1 ni 
= — |YAı (Ci — B}) (AL + Cı) „un + VB; (A Lu 
(A, AR Bı) YC, 1 1 1 1 1 1,451 1 1 2 
Substituiert man schließlich: x 
2 BEER U \ eh 200. 14/Bı 
CR: | Pr ER do 1a 
ga we r - — r —B,). 
= Vz mc; (rs Billa ie 9 Rr Cı ei ch 
so findet man in derselben Weise wie vorher als Gleichungen der konjugierten Fläche: 
x=00cos,, 
vo #D56inW, 
(642 a ay) 
2 nV ar /(e | A,) (0 B;) 00, 


D) 
CHF @7 QO 
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Dod sind jetzt A, B; und Cı durch die Gleichungen bestimmt: 
PR Rear Noysins Be R? N? cos?o ee RN? + Nd 
i (NE \sin?o)2 (N? sine) i (N? + sin?o)? 
Zuletzt wollen wir dasselbe Verfahren noch einmal anwenden, um die Schraubenflächen kon- 
stanter mittlerer Krümmung abzuleiten. Bei dieser Aufgabe handelt es sich um die Transformation 
der Fundamentalform: 


ds? = R?[Yı + N?dne + Non]? - (du? + 2u;2] 

— Ms YA—+ c om + YC— B:cne]” [du,? + du22], wo r = Y1 + N’[usins + uzcoss]. 
Wir setzen: Be. _ 

EN MY DB-+- 2) 2002 DR a Pen 
we ı [A (C 2 aa a.) ul BI md. Va Bi 
Rm e r.Yr?+m?. V4Ccr? — (? — A+B-+m?) 

Le Io EURER, | ED Am Date (Arm Bunny a ER 

; Rm C r Yr?-+-m?. V4 cr? — (? — A+B-+m?)2 C 

Um 7 durch die neuen Veränderlichen auszudrücken, bilden wir 


_ıBaA+c „yAk=Ba+o 7 _ 1 Are mo 
Sen. Be c A+B Te ee 
2 r’dr 
ee 5 Fe: 
tm Mac —- ®—-ATtB-+ m) 


Schließlich führen wir wieder elliptische Funktionen ein Ourch die Gleichung: 
2? m = WAT con 1. 1C DB. enz] Folglich 


ode cn Be. m}. cne>= ir tm —&ArenBH 
2V(C — .B) (r?! + md) sne = Vacr? — (? — A+-B4 md) 
eo ED > x 
rdr = Ye + m?) .. sns . de. 
Also, 7= = (A 2 Olc - BD oder, da(A+- O(C—B=RCGsot=;s, 
[YA + c m + YVCc = Ben] = 1’ + m. 
D) R? (r? +- m?) 
er AzE (du? up). ! 
Nach einigen Umformungen erhält man dann für die neuen Fundamentalgrößen folgende Werte: 
G=r"+m,, 
(rss, BD Som, Yr2 + m? 
F DIT 
rVa Cr? —(? A/B m? 
Be. HaRtm tm BD mM tmaln- m’)" 
1 r? (4 Cr? — A+B-+m9% 
TIEr RE : Yr® + m? e + ’ v3 ’ 
Setzt man # (1 Bis a ® a 2 m’ Er) El We) Fame 


ra cr I A Berner 


Folglich das Linienelement dieser Flächen: 
ds? = (1 + YVÜ)) dr? + 2 my(r) drdu +: (r? Hm yrou.. 


Ebenso gestaltet sich die Umformung der zweiten Grundform, und die Gleichungen unserer Flächen 


lauten: xm=rcosu, 
y=rsiu 
+ A—-B- m) IE + m 


ac  ZAF+ BI m) 


z=muFr 
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Da:A — B — m? =i.R?,—.C, 
4C? — (tt — A+B+ md? — r? + 2r? Ei (R? — C)? 
= IR 4 IS Er EREIFTDN], so 
mus | Br (od; 
r. YlR + v0’ - elle — (@ — 107 
mus |® EM N Ir tm ur wenn R-+ YCc= M, R— YC=N gesetzt wird. M ist 
r UM? — r?) (r? N’) 


also immer positiv, während N auch negativ werden kann. 


Abschnitt II. 


Ableitung der beiden Flächengattungen aus den Differential- 


gleichungen: 
[73 = ‚3 ’ ne „ al 
0.0 & we? 2fd ed E gd _ H. 
eg — dr eg — f 
Im vorigen Abschnitt war gezeigt, daß sich die partielle Differentialgleichung 

0% 0% 
503 + sinh® cosh® = 
uj> dus? 


integrieren läßt, wenn wir voraussetzen, daß % eine lineare Kombination der Veränderlichhen ist. Es 
stellte sich ferner heraus, Oaß die Flächen, welche dieser Lösung entsprechen, Schraubenflächen sind. 
Doch können wir die endlichen Gleichungen der letzteren bedeutend leichter finden, wenn wir von 
vornherein nur Schraubenflächen suchen, die den verlangten Bedingungen genügen, die also entweder 
konstante positive Totalkrümmung oder konstante mittlere Krümmung besitzen. Dann müssen die 
Gleichungen der gesuchten Flächen die Form haben: 


x=0coso, y=o0o.sin,, z = m + ol). 
Setzt man die hieraus abgeleiteten a in die bekannten Differentialgleichungen: 
88 — dv? 2% — ed — @ 1 
Dir: „I ); pp» i 2 ae: ker 
eg — f a eg. = f R 


ein, so erhält man als Differentialgleihung der Schraubenflächen konstanter positiver Totalkrümmung: 
eo lo..9 (im ar 
(0? + m? + 0°% 0)? R? 
Ferner lautet die Differentialgleichung der Schraubenflächen konstanter mitterer Krümmung: 
sam DE) EB Ye) Ye) ur 
Yr? + m? + r?..9%)° Dur 


Beide Gleichungen lassen sich noch einigen Umformungen integrieren. Wir schreiben die erste 


* folgendermaßen: 


2 
1 oo). ?® > r 1 Ö | — = 
o RR m?\? 2 BR? 1 L4ch 2 ’(0) Er 0? 2 
' ar m) 2 ae Fe at 
0? 0? o? + m? n— 0°0?(o) n DER 


em} Ha AR? e® Era‘ 
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Da die linke Seite immer positiv ist, so muß C > 0 sein. 


2 
em LT R wi 


1 02 
r R°e? Ro Fe ö STE 2 
RO Cr eRHTER ee Zn 
3 1 Ro" — (0 a 2 
ale YV De Ran) 
Q Erg 
Ei} ro 0 (RI -,O-sch- 
Bi Curune? 
ul B) 
77 ‚wo 
Q Gern 
0 3 — (0), 
= Ile m -.09 4m — 5 (R? + m? — ©. 
Wir erhalten also wieder dasselbe Resultat 
Differentialgleichung. 


Eine ähnliche Umformung erlaubt auch die zweite 
5, Pi) ae me ru 


m YET Tr FD) : v0) ee 
Bu + m? + ry)? Yr? + m Ben 12 %r)” RR 
vn) m? 
; EB " R +5 nun ia we 
2 ; 29 Eerrkahhien 
/ yı rYnor ze ee +,.9%r) + z 
Br —_ m?y‘(r) War a Sg | 
1 WR) : . yW) era 
7; A 33 age 
r 3; mu 
Yı + I) Hat en Pt, RD) + Yı+ YEHR Fr 
area air ak, ir 
ey) 1 | rw = ” Va o) N 
d 2 33 us 
we Yı+ win +" Yı+vo+% 
[6) l s 
N 
1|d ry) 1 LER ji wen Bere Se: 
r dr KENN Or Tr oaie R 
yı + %Y 
N ry (r) 
2 ll . 
1 erro 
r dr RB 
= 2rwr) .«R 


2 ie de 
ern 

ae. BR TUS EL RERN® 
Setzt-man CR C, so 5 SERRmE RN 0,340), 7 m eRr EC 


13 = 


4 RrtyXr) = (rf? + m?) (fr? + R? — 9° + r?y°Cr) (rt? R? — 0°? 
ry%Ar) [4 R’r? — (f? + R’ = 02 = (r? + m? (rf? #4 R?— 0%. 
?ye) IR + YO)’ — ri] Ir? A Yo] = &? + m? a’ + R? 
2 — RE Ir? rm” 


ie 10° elle - @ - 101 
Um zu untersuchen, welches Zeichen der positiven beziehungsweise der negativen mittleren 

Krümmung entspricht, haben wir Y(r) noch einmal in die Gleichung: 

N rp(r) 


vi 

' ı+vo+B| 
r or r R 

Man überzeugt sich dann, daß dem — Zeichen positive mittlere Krümmung, dem + Zeichen 


— Oo. 


Pe 


einzusetzen. 
dagegen negative zukommt. 


Abschnitt IV. 


Darstellung der Schraubenflächen konstanter positiver Total- 
krümmung als Verbiegungsflächen der Kugel. 
Bestimmung der Schraubenflächen konstanter mittlerer 
Krümmung als Parallelflächen der ersten Flächengattung. 


In der Einleitung war schon bemerkt worden, daß sich alle Flächen konstanter positiver Total- 
krümmung auf die Kugel abwickeln lassen. Berücksichtigen wir diese Tatsache, so gelangen wir zu 
einer dritten Ableitung unserer Flächen. Dieser Weg führt direkt auf Quadraturen, ohne daß es nötig 

Das Linienelement aller Schraubenflächen besitzt die Form: 


ist, Differentialgleichungen aufzulösen. 
1. ds? — (1 + FE) de* + 2mplo)dgdo + (e*.- m?) dv”. 


Daraus kann man das Bogendifferential einer beliebigen Rotationsfläche gewinnen, wenn man 


m = o setzt. Führt man noch an Stelle von 0 — r und an Stelle von 2, — Yr) ein, so lautet 
— (1 + W%r)) dr? 4- r?dv?. Ist die Rotations- 


das Linienelement einer beliebigen Rotationsflähe: ds,” 
fläche eine Kugel mit dem Radius R, so Y(r) = (g — r”. Folglich das Linienelement der Kugel: 


2. 251° — Re rar = Or ld 
Um 1. mit 2. vergleichen zu RN führen wir in 1. neue Parameter ein, wir substituieren 
Wir erhalten dann: 


„agrRo, wo k eine beliebige Konstante ist. 


u = ku, —# 0? eo 
3 0° "(0) 5) PYIR, 2 2 
in öscı Kinds — m? 00° -- ko? + m?) dur”. 


Aus der Form dieses Linienelementes geht übrigens hervor, daß die Gleichungen 0 —= konstant 
geodätisch parallele Linien* darstellen, während ihre orthogonalen Trajektorien, also die Parameter- 


* Stahl und Kommerell: Die Grundformeln der Allgemeinen Flächentheorie. pag. 14. 
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kurven v;, geodätische Linien sind. Nehmen wir nun an, daß die Veränderlichen v und v,, in 2. und 
1. identisch sind, so kann man die beiden Linienelemente ‚gleich machen, wenn man setzt: 
2. Fr, klein m), 


00 0 
or 0 ß ; 
Da noch en ee un Ne 
09 I 008 
2 2,2 2,72 
—— ul a 
R?.—..k’@°.4 m) 0° am a 
R’R°o? 2 2 


Eee ey: 0 a 
R®k’0? — R%E? + m?) + Re? + m’)? 
R2 2 k2(0? m?) 


090) = 


(0 = 4 2 a 
| Backmi: 
k? Y 
R? — k?m? i 1 /o* + 0? (R? Oasen 
Setzt man en =(, (0) en 0 e 2 (R a" 08 =; 


Also wieder dasselbe Resultat. 

Zu jeder Fläche konstanter positiver Totalkrümmung gehören nun nach dem Bonnetschen 
Satze zwei Parallelflächen konstanter mittlerer Krümmung. Läßt sich also zeigen, daß die Parallel- 
flächen der Schraubenflächen wieder Schraubenflächen sind, so kann man aus den letzten Gleichungen 
auch die Schraubenflächen konstanter mittlerer Krümmung ableiten. Für die Parallelfläche erhält man, 
den Abstand + R vorausgesetzt: 

x = KeRT,N vV=WyW-+R.Y, z=7zt+R.7Z. 

Führt man in diese Gleichungen die für X, Y, Z im zweiten Abschnitte ‘berechneten Werte 

ein, so erhält man: 


’ SR * , 
x; — 02, C0sD a - mM. sind. 70 COS :o| 
Vo? Ye; I +0 29%0) | 
BRRERPEN m cosv + o sinu o'(e) |, 
Yorzrui F Yo? + “= + 029 2(o) s h | 
RO 
z= m + od) 4 — 7, Oder 
Vo& + m? + 020%) 
[ I Ve 22 | Rm sinv 
| e Ve Hm? te je Yo? + m? + 09%) 
2 ive— 0 sinds 1: + E en | 
i - Ye +m’ +0 270) RrPn + .m2 + 0A) 
Ro 


z = my + ob) + 


Ye - m? + 07%) 
Um zu beweisen, daß diese Gleichungen wieder Schraubenflächen darstellen, setzen wir in die 


beiden ersten X» = rcos u y=[r.sin u ein. Quadriert und addiert man ferner, so wird 
BR »2 Ro(o) # R’m’ 
a 1 7 WR 2 2 UN 
Yo? + m? + 00%) er m’ 7 0p 
Es ist also r nur Funktion von 0, ebenso hängt umgekehrt 0 nur von r ab. Man kann 
darum lo) + 3 als Funktion von r darstellen. 


Vet hm he) 
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Ro 
Folglih (0) + —— = fı(r).  Substituiert man weiter: 
Vo? Dur). u) 
Ir R 
0 1 * r8 3 = Hk M, — ‚LEm De se 
Ye? + m? + 07%) Ve? + m? + 029°) 
so lauten die beiden ersten Gleichungen von |.: 
r cosu = M cosv + N sinu 
r sinu = M sind + N cosv 
M Be: N 
51 — „ c0SV N | 
a M sinv E N cosu IM + N: Y irRN® __. cose sinv + sins cosu 
3 M cosv + R sinv M N . coss cosv + sine sinv’ 
See COSU, I er sin 
YM? N? = YM: + N 
M N 
wenn ——— = (cosE, me = sine) gesetzt wird. 
YM? HN YM?® + N’ 
sin (u Te) sie 
Also tagu = —=to We). 
Ss cos (V + :) a) 
u=u 7 s + 2nz, wo s eine Funktion von 0, also auch von r ist. Man erhält demnach 


v=-u+tf Ar). Dann lauten die Gleichungen I: 
x =rocosu y=rsim,z — mı + fin # mf(r) ='mu + Yfr). 
Die Parallelfläche ist also wieder eine Schraubenfläche mit demselben Parameter der Schraubung. Es 
ist nur noch die unbekannte Funktion Y(r) zu bestimmen. Berücksichtigen wir, daß die in ent- 
sprechenden Punkten der beiden Parallelflächen errichteten Normalen zusammenfallen, so können wir 
die Gleichung aufstellen: Ti in, © 
VYr? + m? + r’y@) Ye? + m? + ev) 


weil die beiden Seiten derselben die Kosinus der Winkel darstellen, welche jene Normalen mit der 


« r R’o° 
z Adhse bilden. Da nun 0? + m? + 00) = = so folgt: 
—— s Bruni: 
VEnnabigtd ch Volrhamose aiafın 
Nun ist aber 0 durch r bestimmt, wie aus der Gleichung Kervorght 


r? 02: |1 7 Kal 


Vo? + m? + mi ve+ „ = oe 
Kg lse: Yo? + A) (0 — B)) + m’ (cc — N 


I a TE nA. B = 
Für 0° erhält man scließlih durch elementare Rechnung: R , 
ee A an) ER EA. Bien), 


= ; ; ‚ ebenso C — 0? = 2 3 > 
EA my Bo an. gan Im 
° 13 4 (r? 4 m?) ; \ 4 (r? 4- m?) j 


4R’r? (r? + m’ 
yr: D) DER Ay? SET 
Mithin r? + m? + r’yr) 1 c® (r Bi 22 


Löst man diese Gleichung nach %‘(r) auf, so erhält man nach einigen Umformungen 


(? + R?— 0 M2+ m 
/[@ Li | E (RS FC)? | 


Das stimmt also wieder mit unseren früheren Resultaten überein. 


A 
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Die Bäcklundsche Transformation; Ableitung neuer Flächen 
konstanter positiver Totalkrümmung. 


Große Fortschritte in der Theorie der Flächen konstanter Totalkrümmung sind erzielt worden 
durch die Transformationsmethoden, die es erlauben, aus einer gegebenen Fläche konstanter positiver 
Totalkrümmung mit verhältnismäßig einfachen Rechenoperationen brliebig viele neue Flächen von der- 
selben Eigenschaft abzuleiten. In erster Linie ist die Bäcklundsche Transformation zu nennen. Da 
mit ihrer Hilfe die Dinischen Schraubenflächen, das sind Schraubenflächen konstanter negativer Total- 
krümmung, leicht gefunden werden können, so liegt die Möglichkeit vor, daß wir durch denselben Weg 
auch auf unsere Flächen geführt werden. Doch besteht zwischen der Transformation der pseudo- 
sphärischen Flächen und derjenigen der Verbiegungsflächen der Kugel ein wesentlicher Unterscied. 
Während im ersten Falle die Transformation reelle Flächen ergibt, führt sie im zweiten Falle von 
einer reellen Biegungsflähe zu einer abgeleiteten, die notwendigerweise imaginär ist. Mag & eine 

Q 72° 
Lösung der Differentialgleichung 2, SE 2 
1 


2 7 sinh® . cosh% = o sein, so lassen sich die endlichen 
2 
Gleichungen der entsprechenden Fläche S aus folgenden Formeln bestimmen. 

x OXı 08 IX, 0% DR. 


* En —— 1 » een De — I - — x _— — d 
Oi R sinhv X,, du, du, X coshu X, Er du; X1, du, coshV X1, 
0 2) 0% 9) 0% OR» 
— —=R cosh$ X, — X, ea. age Xı — sinh® . X;, ass sinhd X, u. s. w. 
dus dus du dus u; Ous 
Genügt nun SE zweite Funktion &, den Gleichungen 
I ; 
—— i-— = sinhs coshd% sinhdı 4 cosho sinhd% coshd1, 
du, Aus 
0% 0% 
= — = — coshe cosh® sinh%; — sinho sinhd% cosh$;, 
dus du 


so gehört zu jeder Lösung &, eine andere Fläche mit derselben Totalkrümmung. Die in den Formeln 
auftretende Größe o ist eine willkürlihe Konstante. Die Gleichungen dieser zweiten Fläche lauten: 


Oi, u ABLE (sinh® Xı + icosh® %) u. Ss. w. 
coshs 


Sie stellen eine imaginäre Lösung dar. Wir betrachten nun zwei Flächen Sı und $5, die aus 
S durch die Bäcklundsche Transformation hervorgehen und die den Werten os; und co, der Konstanten 
co entsprechen. Für die beiden Funktionen d, und ©, gelten dann die Gleichungen. 


0% 0% 
| — + ij — sinhoı cosh® sinh%ı 4 coshc; sinhd% coshb,, 
u, dus 
0%, 0% s - IE 
I coshs; cosh® sinhd, — sinhsı sinh® coshd; 
Us ouı 
0%, .0& | 
| ET I sinho,a cosh% sinhd, + cosho, sinh® coshds, 
3) 
C \ 
| 1 4 =— = — cosho, cosh® sinhd®y — sinhs, sinh$ coshds 
Die Flächen Sı und S, sind gegeben durch: 
Bit Rs Hör i 
x1 x ch (sinhd,; X; + i coshd, X) u. Ss. w. 
m RB =X— en (sinhda Xı + i coshd, X) u. s. w. 
Ba ET cosho5 


* Bianci, pag. 492, siehe auch die Ausführungen von Darboux in den Comptes Rendus, 27. 3., 17. 
und 24. 4. 1899. 
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Nach dem Vertauschbarkeitssatz läßt se ferner zu den drei Flächen S, S; und Ss eine vierte 


Flähe S’ mit der Totalkrümmung K = TB: ; finden, die den Gleichungen genügt: 


; ri (sinhs;, sinhd&, — sinhos sinhd,) Xı + 

xt A R et 5 “= A 4 i(sinho, coshd, — sinho, coshd,). X + 

cosho; . cosho; [cosh (% 9) — cosh (01 79 + sinh (9 — 5) "Rs 
Trifft man nun die Voraussetzung, daß a = — 01, da = ri — d,, wo cı und dı die zu c; und 
9, konjugierten Größen darstellen, so wird die vierte Flähe S’ reell. Setzt man noh 1 =a+- ib, 
9% = 0 + io, so läßt sie sich auch in reeller Form darstellen: 

} — (sinha cosb sinhow cosp —+- cosha sinb coshw sine) Xı = 

Kern Er in me ) -+ (sinha cosb sinho sing — cosha sinb coshw cos). X + 

(sinh“a - cos°b) (sinh a cosh wo  sinho . cosho X, 


Wir wollen diese Formeln, wie sie für die Bäcklundsche Transformation der Flächen konstanter 


positiver Totalkrümmung gelten, auf einen besonderen Fall anwenden. Der Wert & = o ist eine 
) 

Lösung der Fundamentalgleichung ir; Ay = ER r sinh® cosh® —= o. Wir müssen nun x, y, z, X,, 
I) 


Y., Zı u. s. w. so annehmen, daß I oben angeführten Differentialgleichungen genügt wird. Das 
geschieht durch folgende Werte: 


x=0, v='o, z = Ru, 
Xı = cosu, WYımsiu, Zı>=o, 
%=0, »=0o, 2 =1, 
X, = sinuı, S,)=-—cosu, Z=0. 


Die Fläche S zieht sich also auf die z Achse zusammen. Ferner muß ©, aus den Gleichungen be- 


0% 
stimmt werden: —_ De0} sinhsı sinhd1, 


— cosho, sinhd;. 


- 
W | 


& 5 
Ihre Integration ergibt: log tchz, = uı sinhs;, + iu, cosho;, oder tch, =e; 


wo 7 = uı sinhs;, + i u coshan. 
1 
Ferner "sinhd,, = cothd; = coshr, coshd;, = — cothr. 
sinhr 
Folglich ist die Fläche Sı bestimmt durch: 
R  cosu, R  sinu, 

02 -- e = Ru 7a tothe 

a coshs, sinh?’ 5 cosho; sinhr’ Bet co Er 


Die durch diese Gleichungen dargestellten Schraubenflächen konstanter positiver Totalkrümmung ent- 
sprechen offenbar den Dinischen Schraubenflächen. Nur sind sie im Gegensatz zu den letzteren imaginär. 


Es müssen sich übrigens die soeben entwickelten Formeln auch aus den allgemeinen Gleichungen, 
+ A) (0%; +7 B)- 00 
Gr 0 


- ableiten lassen. Setzt man 


(0? 
BT 0 CD a sinurnz 


ee + R?’ + m?. Das gibt wieder 


dieselbe imaginäre Fläche, nur in anderer Form. Soll auch darin Übereinstimmung herrschen, so 
brauchen wir nur 0 und v durch die Parameter der Krümmungslinien um und u, auszudrücken. Wir 
erinnern uns der Br 


li + A e _Lyac-D 
. A ce)! e@=-Bec-—-o oe R C 2 
a: |, v0. a + O 
Raps sen N PET a C ü 
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In unserem Falle lauten sie: 


U une al) 
R-+- m’. d0 m 
y = i . 
y R MER Vo? 2 R? Air m? R 
YR? Em? 
Daraus folgt: og = m Vor IIRPH m? =WR2SH mitccothr) 
h m iR | \ 
wenn —i az De Pr . Ug = 7 gesetzt wird; 
m’ mm 
Folglich Men die Gleichungen unserer Flähe: 
RE m N  erkaan 
= ae coo, ya a sw z=Rw-+ iVR? -- m? :cothr. 
gg ma R im \ 
Substituiert man scließlih: ———— = coshsj, — ————— == sinhs,, 
YR? + m? YR? + m? 
so wird € = dv. sinhoı + i u, coshoy, 
R _cosu eu SE 2 Ri 
cosho; sinn” °°  coshe, sinn? ° Rund og 
also in der Tat wieder dasselbe Resultat. 


Auch Die vierte Fläche S’ läßt sich nunmehr leicht ableiten, ohne daß Quadraturen und 


Differentationen erforderlich sind. Wir brauchen nur die reellen von den imaginären Bestandteilen zu 
trennen. Also os =a- ib. 


sinhs; —— 


sinh (a + ib) = sinha cosb — i cosha sinb, 
coshs; = 


cosh (a + ib) = cosha cosb + i sinha sinb. 


Folglih 7 = 7; +4 it, wenn wir setzen 7, —=sinha (u cosb — us sinb), 73 = cosha (u, sinb + us cosb). 
Führt man für dı ® + ip ein, so erhält man: 


1 ’ 
sinh (® = Ss + - cosh (w io) = — coth (1 + im). 
Tr Sinh (a7 10) en 7 
Daraus ergibt sich durch Trennung der reellen und imaginären Teile: 
Ä sinhrı . cost, 5 coshr; . sinTy 
sinho® cos = — n 25. cosho sinn = + > De 
cosh’rj;7-1C0S "73 cosh“ı — cos“ 
sinht; . coshr, ; : sint, . COST 
coshw» cos = — 3 =, „\Sinhw:. sind —— 5 33° 
cosh’rı — cos”, cosh“r; — cos” 
9 ) 
® COST, cosh 7; o coS"T, 
Ebenso erhält man: tgho = ——-, cosh’w = — , ,  sinh’o — rg m 
coshr; cosh’r;, — cos” cosh "ti — COS’Ty 
cosh?’a cosh’rı — sinh?a cos?r, 
sinh?a — cosh’w — 5 ; 2, 
cosh”tı — cos”rz 
Mithin die Gleichungen der Fläche S: 
; 2R sinha cosha er 
x == r ) ") 7 5, 
(sinh?a + cos?’b) (cosh’a cosh”s; — sinh?a cos?r,) 
> [(sinha cosb sinhr, . costy — cosha sinb coshr, sin) . cosu; + coshrı cost, sinunl, 
RE 2R sinha cosha a. 
Y (sinh’a - cos’b) (cosh’a . cosh’s,!— sinh’a Cos%,) 
> [(sinha cosb sinhrı costg — cosha sinb coshrı sint,) sinus — :coshr; cosT, cosujl, 
, Ren 2R sinha cosha 
Ph ee D) z E < BE 5 
*. * (sinh?a + .co5°b) (cosh’a:. cosh”, —- sinh a. cos,) 
> [sinha . cosb . sing cost, 4 cosha sinb sinhr,;, coshrj]. 
Nimmt man b = o an, so vereinfachen sich die Gleichungen. Sie lauten in diesem Falle: 


‚ 2R . tgha . cosTy 
y-= . [sinha . sinhs; cosu, + coshr; . sinus) 
cosh?a ’. cosh’r, — sinh’a . cos*%y | i : 
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) 2R tgha . costs 


= > : [sinha . sinhr; . sinus — coshrı . cosujl 
2 cosh’a cosh =;  — sinh’a‘. cos, i Ai 
ge 2R tgha . sinha . sinty . cost, 
cosha . cosh”r; — sinh’a . cos’ 
Ferner wird 7ı = sinha . ul, %» = cosha . us. Es hängt also rı nur von uı und % nur 


von u» ab. Man kann nun leicht zeigen, daß die letzte Fläche ein System von ebenen Krümmungs- 
linien besitzt, während die Krümmungslinien des zweiten Systems sphärisch sind. Dividiert man 
nämlich die beiden ersten Gleichungen durch einander, so wird: 


x __ sinha .. sinhrı . cosu; + coshr, . sinuı 
v sinha sinhr, . sinu;, — coshrı . cosuı 
Die rechte Seite ist nur von u, abhängig, also liegen die Krümmungslinien un = c in Ebenen, die 


durch die zZ Achse gehen. 
Ferner erhält man: 


R z R’cot”r, 
.n ‚2 ’ 
F eg: R T#7 Te = S 
2 PR, : 2 cosha I | cosh’a 
& E 44 j : A tt: : 
Die Krümmungslinien us = c liegen demnach auf einer Kugel vom Radius en, Der Mittelpunkt 


k N. , R E 
befindet sich jedesmal auf der z Achse, und zwar um Rus —+ Be - cott„ vom Koordinatenanfangs- 


punkt entfernt. 


Absdhnit VI. 


Untersuchung der Spezialfälle, besonders der Rotationsflächen. 


Die in den vorigen Abschnitten entwickelten Gleichungen der Schraubenfächen lassen sich nach 
verschiedenen Richtungen hin vereinfachen, wenn wir über die Werte ihrer Konstanten bestimmte Vor- 
aussetzungen treffen. Wie schon bemerkt, verwandeln sich die Schraubenflächen in Rotationsflächen, 
sofern der Parameter m der Schraubung verschwindet. Die Rotationsflächen sind also gegeben durch: 


x = 0 cosı, 
N E =;,_ sin, 
> ‚2 2/7088 C 1 
l2=+ 00 . er ‚ wenn K = tr 
5 =rcosu, 
1 ya SU, 
=) En ((? + M..N) Dr 1 
12.5 : ‚wenn H = -+ 
Im? — rd)? — N) R 
Diese Formeln gelten für jeden Wert von R, mithin auch dann noch, wenn R = © wird. 
Damit aber in den Gleichungen I z selbst endlich bleibt, muß man auch C = © annehmen. Setzt 
man noch voraus, era lim C —= k? ist, so wird: z= + [m —- l1eo=-+ YR®— 1 0. Man 
= 00 
Co 


[S6] 


erhält darum als abwickelbare Rotationsfläche den Kegel: x? + y’ = Ebenso darf man 


k* —61° 
auch in den Gleichungen II R = & setzen, wenn zugleih mit Rauh M, d.h. R m YC unendlich 
groß wird, während N, d.h. R — VC endlich bleibt. Es wird in diesem Falle: 


ZART 
z = Na _ Net ak N“ 


Yr? — N? N 
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Die Meridiankurve ist also die Kettenlinie, die Fläche selbst ist die unter dem Namen Katenoid be- 
kannte Minimalfläche. 

Ist dagegen R endlich, so stellen die Gleichungen I die gleichfalls wohlbekannten Rotations- 
flächen dar, die durch Verbiegung einer Kugel vom Radius R entstehen. Auf die Untersuchung der 
Flächen wollen wir darum an dieser Stelle nicht näher eingehen. Doch mögen die Rotationsflächen 
konstanter mittlerer Krümmung, die den Gleichungen II entsprechen, etwas ausführliher behandelt 
werden, da ihre Meridiankurven wichtige geometrische Eigenschaften besitzen. 

Wir unterscheiden drei Fälle: 

L. Rise YCHlslL. A Rosso. se NG oder 
l. N, =.0, LEVEN = 2708 Hl: 08 


Für R’ = C lautet die Gleichung der Meridiankurve: z = + | De Das gibt eine 

Nas Sr 
Kugel vom Radius 2R. Im zweiten Falle erreicht die Kurve ein Maximum für r = Yc — R3 
während im Dritten Falle ein Wendepunkt eintritt, sofern r — YR® — C ist. Wenn man nod be- 


achtet, daB fürrr—= R+ Ycundr = ar (Yc — R) die Tangenten beider Kurven der z Achse 
parallel sind, so kann man ihre Gestalt leicht bestimmen. Durch Einführung elliptischer Funktionen 
erhalten die den beiden letzten Fällen entsprechenden Flächen die Gleichungen: ; 
F MN 
= M ms, z Eu In: +M. | wo % at eaiien 
Ihre Meridiankurven erwecken nun dadurch besonderes Interesse, daß sie sich als Rollkurven der 
Kegelschnitte darstellen lassen. Um diese Behauptung zu beweisen, gehen wir aus von den 
Differentialgleichungen der Rollkurven: 
on 


Ü 
DE 


Sie 5 N ae i 0 ° 
2 > 095,7. 2.05 
Y: +2) Yı +(&) 


& und n stellen die Koordinaten eines Punktes der Rollkurve dar, x OVen Abstand des Berührungs- 
punktes vom Anfangspunkte, schließlich g und & Die Polarkoordinaten eines Punktes der rollenden 


Kurve. Setzztmany=rd=7zso ge: die beiden letzten Gleichungen: 
20 DZ 422. 
ER a 9 dr. 008 
Or or Y 
er 2 3 28 
& TEE. 3 A pP on 
Dazu nehmen wir die Polargleichung der Kegelscnitte: 0 ee Folglich: 
d2,. 1-+X%cos®& de p 
Or el a 11H DI o8 5 


ee — — Mr 
Durch Umformung der letzten Gleichung erhält man: 1 +%Xcos$ = : 


> Hr? a: A)? Be 
2.005 = 4yP u A. A EEE ) p° 
sin d = 4. RUN .ULWRID 
Schließlich dz a D2 (1 ar 
N 
et een MN N 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. Ferner sieht man, daß M. N < o wird, wenn A >1, 
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wenn also die Rollkurve durch die Bewegung einer Hyperbel entsteht. Rollt dagegen eine Ellipse, 
so A < 1, mithin auh M . N > o. Dem speziellen Wert % = 1 entspricht wieder das Katenoid. 
Unsere Untersuchungen führen uns also auf den Delaunayschen Satz: 

Rollt eine Ellipse oder eine Hyperbel in einer Ebene auf einer Geraden, so beschreibt jeder 
Brennpunkt die Meridiankurve einer Rotationsfläche konstanter mittlerer Krümmung, deren Rotations- 
achse die feste Gerade ist. 

Wie in den Gleichungen der Rotationsflächen kann man auch in denjenigen der Schrauben- 
flähen R = © annehmen. Man erhält dann zwei weitere Spezialfälle. Die Schraubenflächen der 
ersten Gruppe sind auf die Ebene abwickelbar, diejenigen der zweiten müssen wieder Minimalflächen 
werden. Um die Gleichung z = mu —- (oe) in der angegebenen Weise zu spezialisieren, gehen wir 
am besten von der Form aus, welche die Ableitung E 4. Abschnitt für 9(o) ergab. 


6 
Er We R? + 2m? Een! nu 


Nämlich (0) 


Setzt man darin R = x, so wird 
(0) RR, 5 ara - 
oe) = = {202 50° — m? Yo? (k? — 1) — m’ — m arccos ae - } 
0 0 YR? 1 
Die Fläche ist also gegeben durd: 


x=0cos, y=osiwm, z= m + Vo? (k? — 1) — m? — m arccos POLM SM. 
ne 
Durch Elimination von 0 und v erhält man: 
: Very) @— 1) = ann = en 
x COS Fe r ysın 2% er nr 
m m m m ki—1 


Die Erzeugenden dieser abwickelbaren Schraubenfläche sind die Tangenten der cylindrischen 
Schraubenlinie. 


Die Flächen der zweiten Gruppe sind gegeben durch: 
N Vr? + ent, dr 
r Ir? — N? 
Diese Formeln gehen aus den allgemeinen Gleichungen hervor, wenn mit R sih auh M der 
Grenze oo nähert, doch N seine endlichen Werte beibehält. Sie stellen die von Scherk gefundenen 
Minimal-Schraubenflächen dar. Der besondere Wert N = o gibt die Minimal-Schraubenregelfläce. 
Diese ist nach dem Satz von Catalan die einzige Linienfläche, die zugleich Minimalfläche ist. 


x=rocoosu, y=rsinu | 


Abschnitt VII. 


Untersuchung der allgemeinen Gleichungen. 


Bevor wir die allgemeinen Gleichungen untersuchen, müssen wir die in ihnen auftretenden 
elliptischen Integrale auf die Normalintegrale zurückführen. 
x = 0 cosı, 
N o sinv, r 
: r EEE | 


— (7 


N 


-<S 
1 


| 
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x=rcou, 
[v =rsinu 
le N. (? + M.N) Vr2 + m? dr 
r Y{M? — 2) (? — N) 
Substituieren wir C — 0° = (C — B) sn”, so nehmen die Gleihungen I die Form an: 
x = 0 cos, 
N fe —= 0 sind, 
ner 2 2. NER 
ms mvare | ar Wa-c-(c- Du u 
oder | £ 
x = 0 cos, 
[y = 9 sin, T Rh 
} ER EV % 
lz — ne Fe T — VA —+ e Ela I an : - _— ze) 
VarEec cC.YA+C BE 6 
Setzt man ferner M’ — r? = (M? — N’) sn”, so sind die Schraubenflächen konstanter 
mittlerer Krümmung gegeben durch: 
v; =rcou, 
I INzzeL.. sın Zu, 
EN BD} > 3 28 2 3% 
an m |M (M Ü Sn ontoR m 
2 Ehre 
7 = : ;i100der 
x=rcosu, 
* lv =rsinu 
3 M.N — sing m?’.N 2 _N? 
lz SZ U | era: Tv - YM® or m’ . K& r Re re er E —: Ma . 
| YM? + m ni] | M? 


In den Gleichungen I treten immer elliptische Integrale auf, wie beschaffen auch die Konstanten 
sein mögen, vorausgesetzt, daß R und m endlich sind. Darin unterscheiden sich diese Flächen von 
den Schraubenflächen konstanter negativer Totalkrümmung. Die Integrationen, welche die letzteren 
erfordern, lassen sich in einem besonderen Falle ausführen. Wir meinen damit die Dinischen Schrauben- 
flächen, die bekanntlich eine Traktrix als Meridiankurve besitzen. Daß die ihnen entsprechenden 
Schraubenflächen konstanter positiver Totalkrümmung imaginär sind, war schon gezeigt. 

Die Gestalt der Achsenschnitte läßt sich leicht bestimmen. Es ist überhaupt nur ein. Kurven- 
typus möglich. Die Meridiankurve z — g(e) berührt stets die Parallele zur z Achse »0? —= C«, 
während für 0° = B Die Tangente senkrecht auf der z Achse steht. Singularitäten sind nicht vor- 
handen [Fig. Il. Bei der Abwickelung dieser Schraubenflächen auf die Kugel fallen die Schrauben- 
linien mit den Parallelkreisen derselben zusammen, während sich die geodätischen Linien 

[0] 
»y» — m | BR = konstant« 
in die Meridiankurven der Kugel verwandeln. 

Die Flächen II lassen sich ebenfalls nur durch elliptische Integrale darstellen, doch haben wir 
hier drei verschiedene Fälle zu unterscheiden: 


..N=.o,. I 0, LAN. 2.0, 0088 
.aRı— ICH Io: oc. 
Für R = VC vereinfahen sich die Gleichunsen außerordentlich. 


ee En 
| | ui — | oo. stellt die Legendresche Form der Normalintegrale dritter Gattung dar. 
’ (6) i 


1 Hohtr m? dr 

Ya R? 

Dieser Ausdruck hat große Ähnlichkeit mit der Gange vn welche die Meridiankurven der 
Rotationsflächen konstanter positiver Totalkrümmung bestimmt sind. Dieselbe lautet: 


02 #°R? — C 


Man erhält: Y(r) = T Ka 


oe) = Cor. 
Nimmt man an, daß in der letzten Gleichung R” > C ist, ersetzt man ferner in der ersten R durch 
Rı, so werden die beiden Ausdrücke identisch, wenn man einführt 4R}? = C, m? = R?’— C. Also 


ist in der Tat der Achsenscnitt einer solchen Schraubenfläche nichts anderes als die Meridiankurve 
einer Rotationsfläche konstanter positiver Totalkrümmung. Bei der Reduktion auf die Normalintegrale 
verschwinden in den Gleichungen dieser speziellen Fläche die Integrale dritter Gattung. 


ar? 
4R? + m’ 
Wird nun im zweiten Falle R < Yc so erreicht die Kurve ein Maximum, wenn ?=C—R? 
wird, ferner berührt sie die beiden Linien r = =’ Rwar=I/Cc—R. (Fig. III.) 
Auch im dritten Falle, wenn R > VC, wird der Differentialquotient Y(r) zweimal unendlich 
frr= R-+ ‚undr=R- Yc. Die Kurve berührt also wieder die beiden Linien r = R-+YcC 


und r = R-— YC. Da aber zwischen den Berührungspunkten kein Maximum und Minimum liegt, 
so besitzt die Kurve in diesem Intervall einen Wendepunkt. (Fig. IV.) 


Man erhält: r = 2R. cm, y(r) = + V4R? + m? G) = 


Abschnitt VII. 


Die Hauptkrümmungsradien. 


Im zweiten Abschnitt unserer Abhandlung waren Schon die Hauptkrümmungsradien der beiden 
Flächengattungen berechnet. Sie waren dargestellt als Funktionen der Größe 7. Da nun aber 7 durch 
_ beziehungsweise durch r bestimmt ist, so kann man auch die Hauptkrümmungsradien durch diese 
Parameter, durch 0 oder durch r, ausdrücken. Doc wollen wir einen andern Weg einschlagen und 
direkt die Werte der Hauptkrümmungsradien berechnen. Bezeichnen wir wieder die Hauptkrümmungs- 
radien der Schraubenflächen konstanter positiver Totalkrümmung mit 0; und 05, so sind diese die 
Wurzeln der beiden Gleichungen: 


1 »Dlkmıd 1 a age 
er Be ELF E 1. Le ee dr. 2, 
0% @ eg — f 0 09 3 
a BEE 20 — m? 


Li 0 
01 © (0? -Fmost 0% X)? 


28 Mn en: 2m? o(o) — orte) (+ oO) — oe 0? # md. Fe 
a Ve Em 


Der Wert der rechten Seite von I ist unmittelbar gegeben, er ist gleich En Um Die rechte 


Il. 


Seite von II zu bestimmen, hat man den Wert von @(g) in diese einzusetzen. Doch ist es vorteil- 
haft, zuvor die Größe x 0) mit Hilfe der Bere Glan zu eliminieren. Wir schreiben darum: 


9 1 1 
1. OO mt = 


1 03 
11 _ ee ++ m) + ee + Em) Fe. 9, 
91 03 92% (0) Yo? + m? + 09%)” 
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Setzt man den durch I bestimmten Wert von o*o(e)e”(e) in II ein und kürzt man den Bruch 
durh 0°+m?’+ 0°), so wird: 


EX) + m? + le + m? + 07°) (+ m?) 


1 1 
40 ® 000) Yo? — m? + er Ko) 
2,2 
Nun ist 0? + m? +0’ ?(e) = I, 0°9 (eo) + m? = : < Pr (ZA—B- m. 
20? Br 
Also : F = an r sofern man den negativen Wert von (eg) wählt. 


DBM 90, el: ROtzie Auen ey 
innaoca _ @® HA— B?— 4e® + Ale — B 


0] 03 R’ ETF A) le? — DB) 
1 T 1 AtrB 
eo --4+ 
4 @ı  Rye-+A ee z B) 
1 [ 10 20?-H A B 
0] 03 U RVe® + A) (0? — B) 
Beschränkt man sich nur auf das — Zeichen, so wird: 


ie ce Dr | ya en 
01 RY®+A RJ/IA+CH 09 ROT BTRIC—- Ban 
Das —- Zeichen würde nur eine Vertauschung der Größen 0ı und 0, zur Folge haben. Sind 01 und 
0 bekannt, so lassen sich auch die Hauptkrümmungsradien der Parallelflächen konstanter mittlerer 


Krümmung bestimmen. 


Pı 40H ee, Ve 
HA id Be: 
ale) nenne) 
Das obere Zeichen gilt, wenn die mittlere Krümmung positiv. ist, Fr — Zeichen dagegen gehört zur 
Fläche mit negativer mittlerer Krümmung. Nun ist 
a ar E RR er Br 0 
or Aue Te Be ee ae Sue. 
2 Vr? + m? 2 VYr2 + m? 
Um festzustellen, welches Zeichen der a Ausdruck erhalten muß, ersetzen wir in der Gleichung 
r” =E 0° 1 = o(o) 2 R?’m? 
e Vo: em 50% (0) Or Mir 0,0100) 


®(e) durch den uns wohlbekannten Wert, wir dürfen aber nur das negative Zeichen von (0) berück- 
sichtigen, da auch 0, und 0, unter dieser Voraussetzung berechnet sind. Also 

— 20° Ab Bi —ymd ch, 2 MEERE BD), 
wobei das 4 oder — Zeichen zu wählen ist, je nachdem H > o oder H <{ o ist. Man übersieht 
leicht, daß im ersten Falle r? immer > A-+ B — m? ist, im anderen Falle wird dagegen r? stets 
kleiner als dieser Betrag sein. Folglih müssen wir setzen: 
end Bit m: 


Ye=B-4 a wenn. I, 0, 
; 2 Vr? + m? 
De ‚ wenn H<o. 
2 Yr? + m?’ 
of rust- Asa CBniom | - 2 (+m)) 
en a Ta Klar Im U pn 
je r—- A—B+m \-: 2(4r’+ m?) 
nl me um 
a ee 1. Ge ee ne SnaB u. m 


rı er 2R (r? + m9) es 2R (r?’ + m?) 
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Da 0; und 0, stets dasselbe Zeichen haben, so sind alle Punkte unserer Flächen konstanter 
positiver Totalkrümmung elliptisch, eine Eigenschaft, die allen Verbiegungsflächen der Kugel zukommt. 
Die zweite Flächengattung besitzt dagegen nur elliptische Punkte, wenn r” > A -+ B — m?’ ist, den- 
jenigen Werten von r? aber, die kleiner sind als A -- B — m”, entsprechen hyperbolische Punkte. 
Die Schraubenlinie ? = A-+ B — m? teilt die ganze Fläche in zwei Zonen. Alle Punkte, die auf 
dieser Kurve liegen, sind parabolisch; die eine Zone hat nur elliptische, die andere nur hyperbolische 
Punkte. Ebenso muß die Totalkrümmung der zweiten Flächengattung positiv oder negativ sein, je 
nachdem r” größer oder kleiner als A-+ B — m? ist. Die Totalkrümmung der Schraubenflächen 
konstanter mittlerer Krümmung ist nämlich gegeben durch: 

g6_ e AT Rler m”) (" — A-B:+ mM) 
4R? (r? + m?) 

Aus den allgemeinen Gleichungen erhält man leicht die Hauptkrümmungsradien der Minimal- 

Schraubenfläcen: 


—— 
| 


N N ya 
r 20 r? + m?’ 1, —,2,4 m, 
und daraus die Hauptkrümmungsradien der Schraubenregelfläce: 
1 Pi m 1 m 
Br BT A Dt, Ba = =. Tai DY 
r DH, 1m” Ya 4-1,m° . 
Wenn wir m = o setzen, so haben wir zu unterscheiden, ob R” größer oder kleiner als C 


ist. Im ersten Falle wird nämlih B=o, A=R?° — C, im zweiten dagegen A=0,B=cC — R% 
Dementsprechend erhalten wir für die Hauptkrümmungsradien der Rotationsflächen die Werte: 


Diner 0 Eon. VosFERS L | 
RURTOTIRT ZUG 10: Re RD c 
De ei 4 1 a | sw 
rı Sir 2Rr” f Y5 ji; 2Rr? 

a ey In. 0 | 

01 Ro f 0) RYo&-44R? —,C RER C 
IR, ne RTSRLC) 1-2 | 
r, # 2Rr? TER - 2Rr? 


Abscnitt IX. 


Die Krümmunsgslinien. 


Nachdem die Hauptkrümmungsradien bestimmt sind, bietet die Ableitung der Krümmungslinien 
keine Schwierigkeiten. Wir beginnen wieder mit den Flächen konstanter Totalkrümmung und berück- 
sichtigen die Gleichungen: 

* (Ede + Fdv) = — 0 (Dde + D’du), 
(Fde 7 GV) = —  (D’de + D’d). 
Da die Hauptkrümmungsradien 0% Schon bekannt sind, so genügt eine Gleichung, zum Beispiel 


die letzte. Wir lösen diese nach a auf und erhalten: 


00 
ü ‚ m . 0k 
’ mo (0) Lrz: ii 3 9 7 76 i 
IE ER T Vo? + m? + 0?%°o) 
do Ge-HsekeDi H 0° (0) 


0° 5 m? Hr u f 2 BEOTER 
Vzramigen 09 ’(0) 

* Stahl und Kommerell, pag. 17. — An dieser Stelle sind ausnahmsweise auch die Fundamentalgrößen 
der ersten Flächengattung mit großen Buchstaben bezeichnet, weil das Zeichen d der Fundamentalgrößen 2. 
Ordnung leicht mit dem Differentationszeichen verwechselt werden kann. 
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Nehmen wir nun an, daß 0k = 0; ist, und beschränken wir uns wieder nur auf das negative 
Zeichen von op), so wird: i 
I - e Vor & aid zu ehöri 
% m (Bye E ee REES 
oder, da C = AB so ist © =, ei ZU ehöri 
m? ’ 2 (en 37) re BG Au koenudi 
[0)9) I 
Ebenso a AR (0 nr er = o zu 0» gehörig. 
| = 000 el 2 + Cı. 
Yo? + A). (0? IB) eo. (+ A)E -—BLC— © 
FR o 80 es et A 


= Cm 
m Ye! + A)  — BI (C — ©) oe. Ve? + A) (0 — B(C — © 
Da zwei Parallelflächen die Normalen gemeinsam haben, so besitzen sie auch entsprechende 
Krümmungslinien. Man könnte also aus diesen Gleichungen auch die Krümmungslinien der zweiten 
Flächengattung ableiten. Doch führt der direkte Weg schneller zum Ziele. Wir wollen diesmal unserer 
Rechnung die Gleichung zu Grunde legen, die für die Krümmungslinien gewöhnlich angegeben wird: 
(E D’ — FD) dr? + (E D” — GD) dr du + (FD” — GD)) du?, oder 


ou el ED” Fu GD 1 V RE 9 7 ER 7 Be ’ 
a > ED’ ZaDm E32 ED Zend (ED GD) 4(ED FD) (FD GD). 
*Die Diskriminante (ED” a el 15 4(ED’ — FD) (FD” — GD)) läßt sich bekanntlich auf 
die Form bringen: (EG — F?)? 3 3) Also wird der zweite Teil der Gleichung: 
1 2 
EG — P ala, 
2 (FD Te GD') rı 10) 


3 ; mr? Y?2%r) — m (r? + m?) : u 
FD. — GD’ = — m. Ir + m? + r’yv’(o), 
+ m Hy) { 
oder FD’ — GD = mVEG — FR. 
EG —F 1 | 8 5 } N 
” ’ ® Fr = Ss — 2 2 2 u San BE HRS 
NED ZIGHE (4 ee 
1 1 Re A-+B ee Bing 4 RT? ? + m) 
Fe a ee 
er) Te ee Yo 


r1 rg DR (r? — m?) 
Folglich nimmt der. zweite Teil der ne a absolute Wert) die Form an: 


A+D. 
mie Em. JR + VO° — elle — vo 
ED” — GD I Alk. © Eu S 
Um > ED’ = DM zu berechnen, berücksichtigen wir die Gleichung: 
2 FD’—- ED” — GD 1 
EG 2 us .R 


Der Einfachheit halber haben wir angenommen, daß H > o ist. 
Also — GD = =; (E@ie# F2) + ED 2ER D: 
1 Y [72 ‚ 
ED’ — GD E pr (EG — F) Hr 2ED — 2PFED 
2(FD” — GD)) 2 (FD’-— GD) 


’ 
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a 77.72 2 Br. Hyf 
ei EG — FF +2 (1 Hp) Ye) + 2 m’yle) 
2 (FD’” — GD) 2m(EG — PM | 

n; VEG — RE +2 vl) 


"ef: ’ 


2m 
Gar + m? 


Ir + v0' le RO 


Die Krümmungslinien der Schraubenflächen konstanter mittlerer Krümmung sind demnach ge- 


geben durch: 
an Yr? + m? dr 
hie Ho’ elle 10 
N Art b rör j ige 
m 


VE m. \ IR +?’ —r] ER 02] 


Wird die mittlere Krümmung negativ, so verändern sich nur die Vorzeichen. 

Diesen Gleichungen, welche die Krümmungslinien der beiden Flächengattungen darstellen, sind 
wir schon bei einer anderen Gelegenheit begegnet. Sie sind nämlich nichts anderes als die Formeln 
des zweiten Abschnittes, die dazu dienten, die Fundamentalgrößen zu transformieren. Es ist nur eine 
einfache Umformung nötig, um die Identität der Formelgruppen nachzuweisen. 

Mit Hilfe der aufgestellten Gleichungen können wir auch die endlichen Gleichungen der 
Schraubenflächen durch die Parameter der Krümmungslinien ausdrücken. Doch wird sich die Rechnung 
im allgemeinen nicht lohnen, da die Formeln dann wenig übersichtlih werden. Nur die eine Schrauben- 
fläche konstanter mittlerer Krümmung, die dem Fall I entspricht, macht hierin eine Ausnahme. Setzt 
man nämlih C ='R?, so lauten die Gleichungen der Krümmungslinien: 

— + 1m? + ar? = 
Y(r? + m?) (4R? — r?) 


Bezeichnet man nun die zu den beiden Systemen der Krümmungslinien gehörigen Konstanten 


iQ: 


mit U und V und substituiert man wieder r = 2R car, so wird: 
u=--+U u=sr-+Vv Also u = SU, „I N. 

Es sind mithin 7 und u lineare Funktionen der Parameter U und V. In den Flächengleichungen: 
x = 2Rcnt cosu, y —= 2Rcn sinu, z—= mu +!m? + 4R?.- (7) 

treten darum nur die Kombinationen er I N und S G x auf. 


Zu einem wichtigen Ergebnis gelangt man durch die Berechnung der Winkel, weldhe die 
Schraubenlinien der Flächen konstanter mittlerer Krümmung mit den Krümmungslinien bilden. Der 
Winkel $, der von einer beliebigen Flächenkurve und den Parameterkurven u; eingeschlossen wird, 


ist bekanntlich gegeben durch: cost —= BAD" nn Versteht man unter F und G die Fundamen- 


os . 
talgrößen der zweiten Flächengattung, bezogen auf die EN Ma soistt F= o, 


s.— YG (du up?)  cos$ — 
ou 
Yı+ Is a) 
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u bestimmen für den Fall, daß die Flächenkurve eine Schraubenlinie ist. 
5 


Der Wert dieses Verhältnisses folgt dann aus den Gleichungen: 


1 y? en rot a ar, 1 /AlCB 


Wir wollen nun 


u —- 


Rn & r Vr? # m? Vac? — (? = A+B-+ md : er 
el yves®.| r A A-W+mMA—-B- m) Ä yore 
= Hr em ee a u 
Rm C r VI? + m’ Yacr® — ? -A+B + m’) R c 

In unserem Falle ist r = konstant, mithin 
ji el ee (Ce BD au | 
El A(C—DB) 
5aro, DU BA+O 
= ++ 
cost —= jsa=o ira =B Erinnern wir uns der Resultate des zweiten Abschnittes, so sehen 
CA BD) 
; B (AO I 
wir, daß De (A Bin sino ist. 
Also cos$® = sins, $ = Pe °, 


Damit ist die Bedeutung des Winkels o, den wir im zweiten Abschnitt zur Abkürzung einge- 
führt hatten, bestimmt. Ferner können wir den Satz aufstellen: 

Die Krümmungslinien der Schraubenflächen konstanter mittlerer Krümmung scdineiden die 
Schraubenlinien unter konstantem Winkel. 

Dieses Resultat ist die Verallgemeinerung eines Satzes, welcher die Schraubenregelflächen be- 
trifft, und welcher aussagt, daß die Krümmungslinien dieser Flächen die Schraubenlinien unter einem 
Winkel von 45° schneiden. 


Absdnitt X. 


Die Bonnet-Liesche und die Hazzidakissche Transformation. 


Im EBaleN Abschnitt hatten wir nachgewiesen, daß zu jeder Lösung & —= Yu) der Funda- 
& 0% 

mentalgleichung Bd a  sinh® cosh® —= o noch eine zweite Lösung © = du, sins + u» COSo) 
ur” 2 


gehört. Allgemein kann man nun sagen: Genügt % = (u, Us) unserer Differentialgleihung, so muß 
auh O = du, sins + Us COST, UI COSC — Ussins) eine Lösung sein. Diese sogenannte Bonnet-Liesche 
Transformation erhält eine einfache geometrische Bedeutung, wenn man sie zu den Flächen konstanter 
mittlerer Krümmung in Beziehung setzt. 

*Jede Fläche konstanter mittlerer Krümmung kann ohne Änderung der Hauptkrümmungsradien 
in jedem Punkte so verbogen werden, daß die unter einem beliebigen konstanten Winkel so schneiden- 
den Trajektorien der alten Krümmungslinien die neuen Krümmungslinien werden. 

Da die Lösung % = (u) Rotationsflächen darstellt, die Lösung © — dfu, sins — Us COSo) 
dagegen Schraubenflächen, so muß sich jede Rotationsfläche konstanter mittlerer Krümmung ohne 
Anderung der Hauptkrümmungsradien so in eine Schraubenflähe verbiegen lassen, daß die alten 
Krümmungslinien der Rotationsflächen diejenigen der Schraubenflächen unter dem konstanten Winkel © 


* Biandi, pag. 490. 
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schneiden. Um das auch analytisch zu zeigen, suchen wir Rotationsflächen konstanter mittlerer 
Krümmung, die auf Schraubenflächen von derselben mittleren Krümmung abwicelbar sind. 


be 
Das Linienelement der Rotationsflächen mit der mittleren Krümmung H = IR ist gegeben 
4R? 0°00° vnsürsn 
N) —31 1711000". 
[R-+ Io le RR — Ycı)'] 
Das’ Linienelement der Schraubenflächen von derselben mittleren Krümmung nimmt durch die 
YA) dr 
r? + m? 
3 4R? r’dr 2 
ds’ = —+ kr? + m?) du”. 
R +10’ - I —- R-— Toy 
Trifft man wieder die Voraussetzung, daß die Parameter u, und v identisch sind, so werden 


die Linienelemente einander gleich, wenn man setzt: 0? = k’(r? + m?), 
2R 


ke ) 
R + 10° + m + ye- YO? + m’ 
Ve + 0’ + m = a - 10’ + m: 


EN. / en = 

(R-+H YO’ + m + y@® = Yc)ü4- m? 
Jede Schraubenfläche läßt sich also auf zwei verschiedene Rotationsflächen abwickeln, welche 
dieselbe mittlere Krümmung H = + n besitzen. Bei der Verbiegung verwandeln sich die Schrauben- 


linien in die Parallelkreise der Rotationsflächen, sie werden also Krümmungslinien der letzteren. Da 
nun aber die Schraubenlinien die Krümmungslinien der Schraubenflächen unter konstantem Winkel 
schneiden, so stimmen diese Resultate mit den vorher über die Bonnet-Liesche Transformation ange- 
führten Sätzen überein. Daß die Hauptkrümmungsradien sich bei der Verbiegung nicht verändern, 
läßt sich leicht feststellen, sofern man die im IX. Abschnitt berechneten Werte derselben berücksichtigt. 

Eine Reihe anderer Sätze erhalten wir, wenn wir die Hazzidakissche Transformation auf 
unsere Flächen anwenden. Die Eigenschaften dieser Transformation lassen sich am besten aus folgen- 
dem Satz erkennen: *Von einer Biegungsfläche S der Kugel 2 mögen die Gaußische Abbildung auf 
Z und die Bildkurven un, und u» der Krümmungslinien von S betrachtet werden. Dann kann die 
Kugel 2 in eine Flähe S so verbogen werden, daß die Bildkurven der Krümmungslinien von 
S wirklihe Krümmungslinien auf S werden. Für die Parallelflächen konstanter mittlerer Krümmung 
folgt aus dieser Transformation ebenfalls ein wichtiges Resultat: Die beiden Flächen konstanter mittlerer 
Krümmung, die im Sinne der Hazzidakisschen Transformation konjugiert sind, lassen sich so aufein- 
ander abwickeln, daß die Krümmungslinien einander entsprechen und die Hauptkrümmungsradien sich 
miteinander vertauschen. Wir wissen nun schon, daß die konjugierte Fläche einer Schraubenfläche 
konstanter positiver Totalkrümmung wieder eine Schraubenfläce ist. Wollen wir aus den Konstanten 
A, B, C, m einer gegebenen Schraubenfläche diejenigen der konjugierten Fläche nämlich A,, B,, Cı und 
mı, ableiten, so müssen wir von den Gleichungen ausgehen: 


Durch: dsı? = 


Substitution: u= ku — m. ‚ die Form an: 


Ya=R 


RE EBENELOR 0 n Bet SF#N?)’sin?e ARE. 
(N? — 005% B wa" . (NE Sn 0 % 
2 nt, E R?YC 
Aus diesen Formelgruppen erhält man durch Elimination von N und ©: YC, = c ar m?’ 
Rt 2 
m’ = (C See Da auh Aı und B, durch Cı und m, bestimmt sind, so haben wir die Kon- 
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stanten der konjugierten Fläche auf diejenigen der gegebenen zurückgeführt. Wenn also zwischen den 
Konstanten Cı undC sowie m; und m diese Beziehungen bestehen, so sind die beiden entsprechenden 
Schraubenflächen konstanter positiver Totalkrümmung konjugiert. Dasselbe gilt auh für die beiden 
Schraubenflächen konstanter mittlerer Krümmung, sofern deren Konstanten C; und C sowie m, und m 
durch dieselben Gleichungen miteinander verbunden sind. Für beide Flächenpaare gelten somit sämtliche 
Sätze, welche die Hazzidakissche Transformation betreffen, insbesondere müssen sich die Schrauben- 
flächen des letzten Paares so aufeinander abwickeln lassen, daß die Krümmungslinien einander ent- 
sprechen und die Hauptkrümmungsradien sich miteinander vertauschen. 
Die Abwickelbarkeit dieser Flächen folgt leicht aus ihren Linienelementen: 


AR’r?dr? 
er $ 5; + Kr? 4 md) du? 
iR-+ 40% EHe —@i rc) ' 
2 
ds, er + (nr? + mi?) dur”. 


(R + Ya): — rn] [r, ? — (R—- Ycı)”] 
Berüksictigt man die Gleichungen, denen die Konstanten der konjugierten Flächen genügen, so kann 
man die Linienelemente gleich machen, wenn man setzt: en 

+ me ke EM), Re ve 

Mit den Formeln des IX. Abschnittes läßt sich ferner leicht zeigen, daß sich die Haupt- 
krümmungsradien bei der Verbiegung vertauschen. 

Ebenso wie sich die Schraubenflächen konstanter mittlerer Krümmung zu konjugierten Flächen- 
paaren anordnen, können auch je zwei Rotationsflächen konstanter mittlerer Krümmung bestimmt 
werden, welche der Hazzidakisschen Transformation genügen. Da in diesem Falle m = o ist, so 
besteht die Gleihung: R? = YC.Cı. Ist also C > R?, so wird C; < R?, und umgekehrt. Die 
Meridiankurven der beiden konjugierten Rotationsflächen besitzen also stets verschiedenen Charakter. 
Wenn Die eine mit der vorher erwähnten Rollkurve der Ellipse identisch ist, so ist die andere die 
Rollkurve einer Hyperbel. Das trifft zum Beispiel zu für die beiden in diesem Abschnitte angeführten 
Rotationsflächen, auf welche sich eine Schraubenfläche konstanter mittlerer Krümmung abwickeln läßt. 
Diese sind im Sinne der Hazzidakisschen Transformation konjugiert. 


Abschnitt XI. 


Die geodätischen Linien. 


Die geodätischen Linien sämtlicher Schraubenflächen lassen sich leicht bestimmen, da letztere 
zu den Liouvilleschen Flächen gehören. *Als solche bezeichnet man bekanntlich Flähen, deren Linien- 
element die Form hat: ds” = (U + V) (du? + 2v?), wo U nur von u, V nur von v abhängt. Für 
Flächen von diesem Charakter ergibt sich die Gleichung der geodätischen Linien durch bloße Quadraturen: 

ou [0)0) 


ee lee Mayer 00 Ve0) 
Yu <a W-+a 
Die Bogenlänge der geodätischen Linien ist ebenfalls durch Quadraturen bestimmt: 
ös — WU Za. du HIV Fa du 
Bezeichnet man ferner mit &® den Winkel, den diese Linien mit den Parameterkurven v bilden, so 
erhält man noch: U sin?“ — V . cos’® = a. Diese Integrationsmethode findet nicht nur Anwendung 
bei den Rotationsflächen, sie kann auch zur Ableitung der geodätischen Linien aller Schraubenflächen 


dienen. Das Linienelement derselben lautet: 
ds? = (1 + g%o)) do? + 2m oe) do dv + (e? + m?) u. 


* Stahl und Kommerell, pag. 95. 


Durch die Substitution v = vL — m. |. 70) zn geht dasselbe über in: 


om 
dent] AA) do? + (0? + m?) vu,” 
o? + m? S 1 
Oder: 25? = (+ md). er ns Er F AUFUT ER an) 
2 2 4/2 
Setzt man: ° = En. (@ 00? = 001”, so wird 0? + m? eine Funktion von o,. Also 
ds? —= flo) (de? — Dv,?). Das ist wieder die Liouvilleshe Form des Linienelementes. Ferner wird 
in unserem Falle V = o. Also lautet die Gleichung der geodätischen Linien sämtlicher Schraubenfläcen: 
65 lnarbi 4 | Ou1 —h 
Yko,) —a Ya 


Setzt man für vı und 0, wieder ihre Werte ein, so wird: 
ya Yo an | u | rc 
+m) Ye! m a 0? + m 1 
Ye + m a) are Sl 1; 5 


Ebenso s = : 5 s 
2 ms Jo + m’ 


+ 6. 


Führt man nod in die letzte Gleichung den für v berechneten Wert ein, so ergibt sich: 


Yo? + m? + 0°9%0) 


en = —— > O . 

n Yo? + m’ —a re © 
Schließlich bleibt noch die Formel: U sin?® — V cos’% = a über, die sich in unserem Falle 
in die Gleichung (0° + m?) sin?” = a verwandelt. Für m=o geht sie in die bekannte Clairautsche 
Formel: o sin® = konst. über. Läßt man in unseren Gleichungen a unverändert, gibt man aber der 


Größe C; verschiedene Werte, so erhält man offenbar eine Reihe kongruenter Kurven, die durch 
Drehung um die Achse und durch eine fortschreitende Bewegung parallel der Achse zur Deckung ge- 
bracht werden können. *Nacı einer Bemerkung, die wir Dini verdanken, bilden die Parameterkurven 
u und v einer Fläche, deren Linienelement die Liouvillesche Form besitzt, ein isothermes System von 
geodätischen Ellipsen und Hyberbeln. Daraus folgt, daß die Schraubenlinien unserer Flächen und ihre 
orthogonalen Trajektorien ein solches System von geodätischen Ellipsen und Hyperbeln darstellen. 
Alle diese Resultate gelten noch ganz allgemein für sämtlihe Schraubenflähen. Wir wollen nun die 
Gleichungen spezialisieren, indem wir in diese die für Q(e) und %(r) berechneten Werte einsetzen. 
Wir erhalten für die erste Flächengattung: 


7 ei) R0d0 Br yet? u DR 
E+m)IC- dem’) et ee 


20 ae 
IC — od) (e?+m?— a) ; 
Für die zweite Flächengattung: 
2Rr dr 


tm: m —alllR + YO]? —(R— YO°] 
+m ER .dr —+Cı. 
Ye IR + VO? [er —(r 70) 


% 
2Rr Yr?+ m? dr 
is FT N 
Vir+m— alle + 0’ rl —(R- VON 
* Sopra un problema della rappresentazione geografica di una superficie sopra un’altra. 
Annali di Matematica, 3. Bd., 1869 


u=Ya 


SB 


Abschnitt XII. 
Die Asymptotenlinien und die Minimallinien. 


Da die Asymptotenlinien für die Flächen positiver Totalkrämmung imaginär werden, so kommen 
nur die Schraubenflächen konstanter mittlerer Krümmung in Betracht. Die Gleichung der Asymptoten- 
linien lautet: D dr? + 2D dr du + .D" du? =.0, oder 

ryp"(r) dr? — 2m dr du + r?y ln) ee 

Daraus a man nach einigen Umformungen: 

2 2 2 2 I 
un. | (Mr) (rt? N) ae +A+- BMI) AHB— m’ we: 


r(r?-+M. N) Vr? Em? (?+M.N) VE? + md (M?— rd)? — ND) 

Man sieht, daß die Kurven nur dann reell werden, wenn ??<A--B-—. m’ ist. Also haben 
die Asymptotenlinien nur für die Teile unserer Flächen Bedeutung, welche negative Totalkrümmung 
besitzen. Wie die geodätischen Linien lassen sich auch die Minimallinien allgemein für sämtliche 
Schraubenflächen ableiten. Das Linienelement derselben lautet: 


) ui) R + 0°0 >(0) 2) | 
Or -l + m | (FE mi? de? + v1? |- 


Um ds? durch die Parameter der Minimallinien auszudrücken, bringen wir das Linienelement 
auf die Form: 


N R 
0s° = F (u, u) Rz : RL HUN 
ur Ymee te Ym? FC 
Wir setzen darum! 
vor 2 202 
ee it 
u} m“ 1 
Yo? + m’ + 0%) R dus 5 
- do + i dv = -— —_ SF (Un, Ww)— 02 20 
0? ei = Fr } u Ym? IE © ]j, U» 
0? nu m? + 09 ?(o) R 
Also en : - do en log (u, . u), 
U Drnlnsicheigu Lmarad' Sih 


R Qi 
= log SE 
2 Ym? + Terz @ u 


Hiernach sind ui . Ug die Schraubenlinien und 2 die orthogonalen Trajektorien derselben. 
1 


KIORT. 
0°? 1 m 
weise y'(r) durch die shon bekannten Werte, so sind Sie die beiden letzten Gleichungen die Minimal- 
linien unserer Flächen bestimmt. 


Führt man scließlih an Stelle von vı wieder v— m — ein und ersetzt man (oe) beziehungs- 


Fehlerberichtigung: 


Durch ein Versehen sind leider einige Druckfehler stehen geblieben. So muß es heißen auf 


IX 
Seite 4 »konstanter mittlerer Krümmung« statt »konstanten ... .«, auf Seite 5 » 52 —= 7 dnT. X« 


OXı xı ee x Re £ 
statt a + dnt X;«, ferner >» Me + snt Xa« statt >» a + sn Xı«, auf Seite 7 »nun« 


statt »nnn«, auf den Seiten 6, 7, 8,9 »dn’r« statt »du’r«, auf Seite 8 »in welche die alten« statt »in 
welchen .«, Zeile 2 auf Seite 11 muß heißen: 4Cr? -- (?— A--B+ m9’?= — rt+ 2r(R’-+-C) — (R?— ©. 
Auf derselben Seite muß »mittlerer« statt »mitterer« gesetzt werden, auf Seite 16 »beliebig« statt 
»brliebig« und auf derselben Seite muß in der Gleichung 


= X — I (sinh® . X} + i coshd% X) & durch d, ersetzt werden. 


R+Vo. 
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